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Consideriamo equazioni paraboliche quasi lineari del tipo 


(1) di + A(t,u)u = f(t,u) 


Introduciamo allora due spazi di Banach X? x tali che xa Ko? x} il do- 
minio di un operatore lineare chiuso A, tale che -A è il generatore infinite- 


simale di un semigruppo analitico te A soddisfacente la stima 


Jet sMe" 5, conM, s>0. Sotto tali condizioni è possibile definire 


WYa>0 l'operatore 


too 
AS = Fia) J Pi ga 
(0) 


Si ha che A è limitato e iniettivo Ya>0. 


a def (qra)-1. 


Poniamo allora A Wa>0, D(A") = Ya è denso in xo? 


def 


A" è un operatore chiuso, Pa 94 x Se poniamo xi, IA%x| per XEX 


avremo wa x per B>a. 


Facciamo allora le seguenti ipotesi: 


(B1) A(t,u) è un operatore lineare chiuso in xo definito YWte [0,+], 


ue x con lul, <R per un certo RE J0,+©] (a€]0,1[ fissato). 


Inoltre D(A(t,u)) = XY (t,u) 


(B2) p(A(t,u)) > {XE C|Re A s 0), 


ICA(t,u)-1)7]] s cost (lul,) (1+|x)"! 


(Qui e nel seguito cost(r,s...) indicherà una funziors dipendente da r,s,... 


non decrescente, salvo diversa precisazione, in ciascuna variabile). 


(B3) 


(B4) 


(F1) 


(F2) 


(F3) 


(F4) 


A(t,u)-A(s,v)I (x x) Î cost(|lu| , |v| ) 
1’ 0 di ù 


(|t-s|} + lu-v] )» con ue J0,1]. 


JA(t,u) - ACcsu) | gx x) 5 cost (t,jul ) 
1’0 là 


con cost(t,5) > o WYs<R. 
tro 


Sulla f facciamo le seguenti ipotesi: 


. a a _ 
f: [o,te] x Bo + x (BR {ueX_ | lu| SR) 


R 


di classe CÌ (su BR prendiamo la norma LI) 


rulla) s cost (ll) 


If(t,u)-f(s,u)[ + It 68 2184) s cost(lu],) |t-s|" 


IF(t,u)-f(,u)| + Ify(tu) “ USI) 


s cost(t,lul ) con cost(t,s) {7} 0- 


x) 


Ad esempio, consideriamo il problema: 


n 
_- $ a;j(t.xu,Du) 


u(t,x) = 0 per tatoo 


ult 3%) assegnato. 


au 
IX. dx. 
1 JI 


XE IN 


= f(t,x,u,Du) 


IX-4. 


Qui 9 è un aperto limitato e regolare di R", Du = Ga” i e 
n 

Supponiamo che: 
(C1) le a;; sono definite e limitate da [0,t0] x È x Bri X BRi> R 

con Bgi = ]-R',R'L, Bri = {yeR"] Jy] <R'} (0<R' s+=) 

n 

(C2) pa 1 ajj(t.XayaP)E;E; 2 v Leif, con v>0 indipendente da t,x,u,p. 

ie 


(03) Ja;j(taxausp) - a;;(s»y,v,0)] s Ag(Jt-s]" + |x-y]" + Ju-v]+ [p-al) 


(C4) a;;(tax,usp) pi a; j(ex, Up) uniformemente in x,u,p. 


Sulla f: [0,t0] x A x Bri * BE; + R. supponiamo che: 


(61) (u,p) + f(t,x,u,p) è di classe CÌ 


x 8" 


(62) pe Bpee 


D, f è limitato in [0,t0] x A x B 
(u,p) 


(63) ID(u,p)f(t:X:4»p) - yf(t:xv:9)| s AZ([t-s1"+]x-y["+lu-v|+|p-q]) 


D 
(v.q 


(G4) |f(t,x,u,p)-f(s.y,u,p)|s A. lt-s|"+ |x-u[") 
(G5) |[f(t,x,u,p) - f(©0,x,u,p)| + ID(u,p)f(t»x>usP) + 


- D f(c,x,usp)| > 0 uniformemente in x,u,p. 
(u»p) La 


Poniamo X, = L9(a) (1<p<t=), x) = WE*P(2)MWEP(A) |, Au = -du. 


E' ben noto che, se s]fa<Ss, 


IX- 6. 


(XX G D(A") C, (x 2% 


) 
1 SgsP sp 


e (vedi [1)), se SDifpro s#1/2, (XX). * tueWS*P(g)| [19 = ®- 


1s, 


Se p=2, A è autoaggiunto in ,* IU) e, per a>1/4, D(A") = {ue H°%(q)|u],30 


(vedi [2], vol. 1, cap. 1). 
Perciò, se a > 2 e p=2, oppure a21/2, p=2, D(A°)c, Pa). 
Infine, se pdn, a>1/2 + Nap X, è uno spazio di funzioni di clas 


se cl, con le derivate prime hGòlderiane. 


Dunque, 3R>0, tale che lul, <R > lulc: (7) < R'. Perciò, per 


(04 % 
ue Br» possiamo porre: 


D(A(t,u)) = W°*P(2)MW-P(0), 


n 2 

TE d Vv 
A(t,u)v = DL, a; j(t.x,u,Du) Da 
i,j=1 1 20 


f(t,u) (x) = f(t,x,u(x), Du(x)) 
Vale il seguente risultato: 


Proposizione 1. Siano soddisfatte (C1)-(C4), (Gl)-(G5), sia p>n, 
a>1/2 + Map Allora gli operatori definiti in (3) soddisfano (B1)-(B4), (F1)- 
(F4) per un opportuno valore di R>0. 


Ricordiamo anche il seguente risultato (vedi [3]) di esistenza lo- 
cale: 
nelle ipotesi (B1)-(B4),(F1)-(F4), esiste un'unica soluzione classica (locale) 
massimale di (1) con condizione iniziale Uto) = U_, per uf Xg(82a) lu 1, <R- 


Co) 
Veniamo al problema dell'esistenza di soluzioni convergenti all'in 


IX-7. 


finito. 

Valgono innanzi tutto i seguenti risultati: 

Proposizione 2. Sia Ue x, Br» u la soluzione massimale di (1) 
con u(t ) = us Supponiamo che: 
(I) u è definito su itoTI. 


(II) IB8dDa t.c. sup |u(t)|, <t© 
tet 6 

(III) sup fu(t)| <R. 
tat, u 


(e) 


Allora, T = +», sup lu(t)], < +», u è globalmente hòlderiana a va- 
tet 
o 


Tori in x, Yye[O,1[. 


Proposizione 3. Sia UE BR» tale che au soluzione di (1) soddi- 


sfacente: 
(i) sup ful(t)| <+o per un certo Bda. 
tet Ù 
lo) 
t+%0 
(ii) lu(t)-u_lo #0 
Allora 
(1) uo E xo A( 3405 f(c,U ) 
+00 
(2) Jult)-ul, "> o 


Grosso modo il risultato precedente implica che il limite di una soluzione di 
(1) deve essere una soluzione di A(e,u)u = f(2,u). Nel seguito, per semplicità, 


supporremo che f(,0) = 0 e studieremo l'esistenza e il comportamento asintoti- 


co di soluzioni convergenti a 0. 


Vale, innanzi tutto, il seguente risultato: 


Teorema 4. Supponiamo (I) (,0)=0, (II) p(A(©,0) - f,(:0)) 3 


D{NEC|ReX s 0}. Allora wge ]a,1], aT70» ug?0 tali che se u è soluzione 


massimale di (1) con lu(t)l, su tè: ! è globalmente definita e 


t+o0 


lu(t){, > 0. 


Dim. (Cenno) - La dimostrazione si può fare adattando il metodo 
di Sobolevski per provare l'esistenza di soluzioni locali. 

Se u soddisfa (1), si ha, posto v(t) = A°u(t), tr (AT°V(t))+ 
+ Alt, Av(t)) AT°v(t) = F(t,A "v(t)). 


Indichiamo con U,(t,5) l'operatore di evoluzione associato a 


{A(t,A"v(t))}. Deve essere, almeno formalmente: 


o È 
A v(t) = u (tt ult) + J U,(t,)#(s,A""v(5))ds, 
(0) 
da cui 


t 
v(t) = AU (st Ju(t) + TEST OeTOTE 
t 


(e) 


Per poter costruire l'operatore di evoluzione la v deve essere 
hélderiana (almeno localmente). 
Poniamo S(t_3n39) = {vec (ttt Iv(t)-v(1)] < 


s(t-0)°, Iv(t)] sn» I(H)I 2 0} (qui 0<6<6-a, nd0), 


t 
Tv(t) = A°U (tt Uto) + J A'U,(t:5) f(s,AU°v(s)|ds. S(t,10:9) è un sotto- 
t 


(0) 


insieme chiuso di {ve c([t_stel; x! v è limitata). Si verifica che per n>?0 


opportuno, i abbastanza grande, T è una contrazione in S(t,:7»9)» purché 


Iu(t)h, sia sufficientemente piccolo. Da ciò segue il risultato. 


Osserviamo che, se f(t,0) = 0 Wte[0,+®], una conseguenza sempli- 
ce del teorema 4 è un risultato di stabilità asintotica della soluzione nulla. 

Passiamo ora a considerare il comportamento asintotico delle solu- 
zioni convergenti a 0. 


Valgono i seguenti risultati: 


Teorema 5. Supponiamo che A(t,u) = A(u), f(t,u) = f(u), f(0)=0. 
Poniamo B = -A(0) + f'(0)e ammettiamo che c(B) = {B}U 9: con Re R>O, 


inf Re > ReB, gl sia compatto in X% e B sia un autovalore semplice di B. 
\ E 0] i Îv 
Supponiamo inoltre che |f(u) - f'(0)u| = 0 (ul, ) (con v>0) (per lul, > 0). 


Se u soddisfa fn + Au(t)u(t) = f(u(t), lu(t)],: > 0 per un certo a'da, 


ult) = e ftp + r(t), 


con peX, (B-B)p=0, Irto)I, =0 (e 83) (tt) yre[o,l[. 


Teorema 6. Siano soddisfatte le ipotesi del teorema 4. Inoltre, 


#(t,0) = t°f, + t°f,(t) con p>0, (tI, °° 0. Se u è soluzione di (1) 


con lu(t)I, Le O per 8>a, si ha: 


LO 
ult) = t ut rj(t) » con u,€ x 


= "p 
fi» Iry (0, = 0 (t°) (t°) vyre[o,l[. 


Vediamo alcune applicazioni dei risultati precedenti al problema 


(2). Qui supponiamo sempre che 


IX-10. 


Li LP), con pdn, a>1/2 + n/2p , 


f(,x,0,0) = 0, = (2,x,0,0) = 0 Wxea, 
Quest'ultima condizione assicura (come conseguenza del principio del massimo 
e della teoria degli operatori positivi di Krein-Rutman (vedi [4])) che la 
condizione p(A(©,0) - f,,(0:9)) > {zeC | Rez s0} è soddisfatta. Si ha allo- 


ra: 


Teorema 4' Ws>l+n/p, T, = 0, u?0 tali che la soluzione massi- 


male di (2) è globalmente definita se lutto» sp suo to > To 


Si ha inoltre 


tata 
lu(t,*)], m 
Teorema 5'. RIO ;jlt x,U,p) = a; j(XsUsP)» f(t,x,U,p) = 
. Trai Poniamo D(B) = X, = W ioni Pla), Bu=- ) a; (1,00) 


i,J=1 


n 
af af 
= 7 tea 3; (x,0, qa + “ (x,0,0)u . 
j=1 i È 


Poniamo 8 = inf{ReX | xe o(B)}. Allora: 
(I) B è un autovalore positivo e semplice 


(II) Se u è una soluzione di (2) convergente a 0 in uS*P(9) (con s>1+n/p), 


si ha 


u(t,x) 8t (x) + r(t,x), con pe W°P (a) AM >P(0), 


(e-B)p = 0, et Ir(t,)I, p * 0 voce. 


IX-11. 


Teorema 6'. Sia f(t,x,0,0) = t°° f(x) * tf (t,x) con p>0, 


t+ sa ° 5 t+o0 3 
® — @ — + 5 
If,(t, POPE o. Se u è soluzione di (2), |u(t, dp o con s>l+n/p, si 


ha 


t+0 


val 1,p : pro 
con U;» rj(t,°)EW (2)0W7 (2), Ir,(t, PR 0) 


Wo<2 e u, è soluzione di 


1 
2 
n du n du 
La *. a ( 3X30:0) IX - da Î (2,x,0,0) pera + 
Pia i ji Pi j 


af a 
+ du (©,X,0,0)u, 7 f(x) 


41 |aq E 


Fino a questo punto abbiamo considerato solo il caso in cui 
p(A(+,0)-f(:0)) 2 {z€C | Rez s Ole il suo opposto era quindi il generatore 
infinitesimale di un semigruppo analitico asintoticamente stabile. 

Vogliamo ora considerare il caso in cui quest'ultima condizione 
non è più necessariamente verificata. 

Per farci un'idea del tipo di risultati che ci possiamo aspettare 


consideriamo il caso dell'equazione differenziale ordinaria 


> + f(u) = 0 
(3) 
u(0) = u 


in R", con fec'(R"), f(0) = 0 


IX-12. 


Se f è lineare e non possiede autovalori con parte reale nulla, 
la soluzione di (3) tende a 0 se e solo se use È, con Y somma diretta degli 
autospazi generalizzati corrispondenti agli autovalori di f con parte reale 
positiva. 

Nel caso in cui f non è lineare, supponiamo f'(0) non abbia auto- 
valori con parte reale nulla e indichiamo questa volta con Y la somma diret- 
ta degli autospazi generalizzati corrispondenti agli autovalori con parte 
reale positiva, con P un proiettore di R" su. 

Poniamo io = {u€ R"lu(+,u,) è globalmente definita, [pu 10» 


lim u(t,u)=0; lu(t,u)|s o Wt>0}, con p,0>0 u(t,u ) soluzione massimale di 
t+0o0 


(3). 
Indichiamo con B_ = {xe |x|so}. Allora, 30,0>0 tali che 
Pig 1$ + B è un omeomorfismo. Inoltre, S è tangente in 0 a B., nel 
S PIO 9 p30 o 
Ps0 
senso che lim De = 0. 
xES 
PsT 
|x|>o 


Un risultato del genere vale anche per equazioni semilineari (ve- 
di [6]). Vogliamo estenderlo ad alcune equazioni quasi lineari. 

Limitiamoci a considerare equazioni autonome del tipo 

du 


(4) dii ACUtIU(t) = f(u(t)). 


Supponiamo f(0) = 0. Scriviamo (4) nella forma 


(4) du 4 Bu = f(u), 
con B = A(0) - f'(0), f(u) = [A(u)-A(0)]u + f(u) - f'(0)u. 
Si osservi che "moralmente" f'(0) = 0. 


Per studiare (4') pensando g come una perturbazione di B, è neces- 


IX- 13. 


sario cambiare il quadro funzionale. 

Cominciamo allora col richiamare alcune definizioni e risultati con 
tenuti in [5]. 

Sia -A il generatore infinitesimale di un semigruppo analitico în 
uno spazio di Banach X,0€ J0,1[. 

Poniamo 


D (A) = {x€X| lim tSa(a+t) "x = 0} 


B t+to 
D, (A) è uno de n interpolazione continua, D(A)c, D olA) S X, se poniamo bl? 
Ì 


= [x] + suplt® ACA+t)" ll. 
tt! 


Poniamo Dj, (A) = {xED(A) )|Ax€D, (A)}, Ixl iso = |x|l + lAx],- 
L'interesse di D, (A) sta ne] seguente pel di regolarità massimale: con- 


sideriamo l'equazione. 


> + Au = f(t), telo,T] 
(5) 


u(0) = 0 


con feC([0,T];D,(A)). Allora (5) ha un'unica soluzione stretta u(t) = 


t 
= I exp(-(t-s)A)f(s)ds; inoltre u è continua a valori in D 
Db) 


14000). 


Per i nostri scopi è utile la seguente 


Proposizione 7. Sia -A il generatore infinitesimale di un semi- 
gruppo analitico, p(A) > {zEC|Rez s 0}. Sia poi f:[0,t°[+ D_ (A) continua. 


Se u è la soluzione di (5) si ha 


(I) f limitata a valori in D, (A) su [0+° [ 5 u limitata a valori in 
D so lA) su [0,te[. 


IX-14. 


(II) lim If), =0 © lim lu(t)l,,e = 0 
t+to tro 


In ciascun caso sup lu(t)l,,6 <C sup If): 
t=0 t=0 


Sia ora -B il generatore infinitesimale di un semigruppo analitico 


in X. Supponiamo che 
(h) o(B)N{zEC|Rez = 0} = 9 e 
poniamo 
9,7 o(B)N{ze€C|Rez > 0}, 97 = 0(B)-9, 


Sia r una curva orientata col supporto in p(B) che gira attorno a 0: Poniamo 


pi = (2) Sera: 
P 


Pa = 1-P); p e Po sono proiettori. Poniamo 4, = P;(%). di è invariante ri- 


1 


spetto a Bj X. c MM D(B 


Chiamiamo B la parte di B in Ryi 
° G = di si ° 
Si ha che B, EL), 0(B,) 0]? 0(B,) 0,» -B, è il generatore 


- -dt 
infinitesimale di un semigruppo analitico in X con Je Segn ji Me ‘(5>0). 
2 


Se x E x; A exp(-tB;)x = exp(-tB)x, P; exp(-tB) = exp(-tB)P;= exb(-tB;)P,. 
Si ha allora: 
Lemma 8. Sia x€X. Allora exp(-tB) x coli Yxe ko. Ino]- 


tre, si ha anche per xEX,: lexp(-tB)xl,,g tro 0. 


IX-15. 
Veniamo ora al risultato che volevamo provare: 


Teorema 9. Siano B soddisfacente (h), g: D, 4 (8)>D, (8) di classe cl, 


tali che: 


(I) g(0)=0, g'(0)=0, g è limitata sui limitati. 
(II) -B+g'(u) è la restrizione a D 195) 
del generatore infinitesimale di un semigruppo analitico in X con dominio D(B) 


= = 
e D,,,(8 g'(u)) D1g(8). 
Sia z(*,x) la soluzione massimale di 


3, + Bz(t) = g(z(t)) 


z(0) = x € D46(8) 


Se p>0, poniamo S_ 3 © {xEDj,g(8)] Iz(t,x)l,,, Sp VWtz0, [P,xl,,gS0 » 


lim Iz(t,x)1,,9703» Bo? {xe D, 49 (8) Xp] Ixli46 £ o}. 


t+to0 
Allora, 30,p>0 tali che P | è un omeomorfismo fra S e B 
2 A A 30 Di 
(con la topologia di D., (B)). Inoltre, S e B_ sono tangenti in 0, nel sen- 
l+0 Ps0 o 
so che 
Ix-P,xl14g 
lim PI = 
xE S 1+0 
PsT 
xl, © 
1+6 


Dim. (Cenno). Sia xe S z(t) = z(t,x). 
Ps0 


Allora, 


IX-16. 


È 
z(t) = exp(-tB)x + f exp(-(t-s)B)g(t(s))ds. 
lo) 


st 
z.(t) = exp(-tB;)P;x + J exp(-(t-s)B;)P;g(z(s))ds. 


Per j=1, applicando exp(tB,), si ottiene 


È 
px = -l exp(sB3) P,9(z(s))ds + exp(tB_)z;(t) 


+00 
t, Per «I exp(sB,) P19(z(s))ds 
0 


e al limite per t++°, (essendo Jexp(sB ) se” ° 
Segue 


t 
z(t) = exp(-tB,)P,x + I exp(-(t-s)B,)P_9(z(s))ds 
O) 


+00 
+] exp((s-t)B,) g(2(5))ds = T2(t). 
t 


Pon 4 da tro 
Per p>0, definiamo LA = {ue C([0,+0[; D,,0(8))] lu(t)l,,g SCA lu(t)I,,g o}. 


Utilizzando le stime ottenute dalla prop. 7 (ponendo A = Bo)» si prova che, per 


p opportuno, e per IP_xl 


<a , T(Y) Cc Y e T è una contrazione in Y . Ne 
l+0 p p p 


segue che Vae B_ con [al 140 #0 esiste un unico Es a tale che Ppox=0. Basta 


prendere x = z(0) con z punto fisso di T. 


Consideriamo il seguente esempio: 


2 
au au, 3°u _ : 
at a(u, ur dx si g(u), t20, xel = [0,1] 
(7) u(t,0) = u(t,1) = 0 


u(0,x) assegnato, 


IX-17. 


con a € cÉ(ri), gecl(R), g(0) = 0, a(u,p)>0 v(u,p)eR°. Poniamo D(B) = HÉ(1) 
OH (1), Bu = -a(0,0)u" + 9'(0)u. 


Si ha che per 0<6<1/4 D, (8) h5°(1) È 


tuet?(1)[t728 Ju(t+-)-ul ì t00 ed (8) = 
L(Im (1-t)) 


tue hÉ(1)0K,(1)| u"e h9%1)}. 


" 


Si verifica (posto g(u) = [a(u,u') - a(0,0)]u" + g(u)-g'(0)u che 


la teoria precedente è applicabile se g'(0) + a(0,0) kenÉ20 VKeN. In tal 


1 
caso, x, = {ue Ln] f u(t) sen (rit) dt = 0 WreN, rsj} con 
o 


9 (0) + a(0,0) j°r°<0<g'(0) + a(0,0)(j+1)?n2). 
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